
An diesen Beispielen ist (wie auch in allen anderen Fällen einschließlich 

einem 1/r-Potential, außer für Kreisbahnen) zu erkennen, dass sich keine 

Ellipsen ergeben, insbesondere also keine Kepler- bzw. Planeten-

bewegung vorliegt.

Dass dies nie der Fall ist, wird schon in der reibungsfreien Betrachtung eines 

1/r-Trichters mit den Lagrangegleichungen zweiter Art klar (vgl. [2]), die auf 

die Radialgleichung (in Zylinderkoordinaten)

führt, welche aufgrund der Abhängigkeit von    offensichtlich nicht dem 

Zweikörperproblem

entspricht (bzw. für             auch nie entsprechen kann).
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Motivation:

Ziel dieses Projektes ist die möglichst realitätsgetreue Simulation von 

Münz- und Kugelbahnen im Münztrichter. Dieser wird oftmals dazu ver-

wendet, die Gravitationswechselwirkung zwischen stellaren Objekten (ins-

besondere Planetenbahnen) zu veranschaulichen. Ob dieser Versuchsauf-

bau tatsächlich dafür geeignet ist, ist nur eine Frage, die in diesem Projekt 

beantwortet werden sollte. 

Weiterhin wurde der Einfluss einzelner Parameter auf die Form der Trajekto-

rie untersucht. Dazu lassen sich in der Simulation Größen wie Startge-

schwindigkeit, Reibungskoeffizient und Startradius, aber auch das Potential 

(Trichterform) beliebig anpassen.

Zum experimentellen Vergleich wurden Bahnen an einem realen Münz-

trichter aufgenommen und mit den simulierten verglichen.

Theoretische Betrachtung:

Das endgültige Ergebnis ist eine nummerische Lösung des das Problem 

beschreibenden Differentialgleichungssystems (DGLS), die mit Mathemati-

ca (Methode NDSolve) errechnet wurde.

Um Reibungskräfte und das Drehmoment leichter einbinden zu können, 

wurden zum Aufstellen des DGLS die Lagrange-Gleichungen erster Art¹ 

verwendet (beides mit den Lagrange-Gleichungen zweiter Art hier nicht 

ohne Weiteres möglich²), hier in der Gestalt:

In diesem Fall lauten die Bewegungsgleichungen:

Dabei lassen sich die einzelnen Summanden schrittweise wie folgt betrach-

ten:

- Zwangskraft

aus der Zwangsbedingung 

- Gravitationskraft

- Rollreibungskraft (Luftreibung wird vernachlässigt)

mit der Auflagekraft

Damit erhält man für eine hypothetische Münze mit den Daten m=50g 

(Münzmasse), r₀=38cm (Startradius), v =0,7m/s (Anfangsgeschwindigkeit, y0

nur in y-Richtung) und dem im Experiment ermittelten Trichterpotential (sie-

he rechts) für verschiedene Reibungskoeffizienten die folgenden simulier-

ten Trajektorien (Laufzeit T=6s).  An den zugehörigen Energiediagrammen 

erkennt man die Dissipation.

- Nimmt man noch die Kraft       unter der Bedingung 

resultierend aus dem Drehmoment 

(mit dem Trägheitsmoment      für eine Münze und      für eine Kugel

sowie                         (     Kugel- bzw. Münzradius)) 

hinzu, so ergibt sich (Daten wie oben, µ =0,01):R

Man erkennt deutlich den Einfluss des Drehmomentes (Trägheit bzgl. Rich-

tungsänderung) bzw. der größeren Gesamtenergie (durch Einbeziehung 

der Rotation).
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Experiment:

Der experimentelle Nachweis erfolgte per Videoaufnahme von Trajektorien 

im Münztrichter der Fachdidaktik Physik.

D ie  Auswertung  der 

Videos erfolgte mit der 

Software „Tracker“ durch 

bi ldweise Ortsbestim-

mung des betrachteten 

Objektes.

Nebenstehend beispiels-

weise die Aufnahme der 

Trajektorie eines Flummis.

Um die so aufgenommenen Bahnen mit den simulierten vergleichen zu kön-

nen, musste das verwendete Potential an die Trichterform angepasst wer-

den. Dazu wurde zunächst für verschiedene Höhen der Trichterdurchmes-

ser bzw. -radius bestimmt (Fit 1) und anhand dieser Daten eine Pappschab-

lone (Vertikalquerschnitt) angefertigt, an die Trichteroberfläche angepasst 

und auf dem Papier ausgemessen (Fit 2). Die Fits an die so erhaltenen Mess-

werte ergaben für die Parameter p, d und f in der Zwangsbedingung (siehe 

„Theoretische Betrachtung“): 

(Nachfolgend wird nur noch auf die Werte aus Fit 2 Bezug genommen.)

 

In den Plots ist außerdem die jeweilige Fit-Kurve für ein 1/r-Potential einge-

zeichnet (orange), was signifikant vom gemessenen abweicht. Diese Tatsa-

che machte die Betrachtung von allgemeineren Trichterpotentialen erst 

nötig.

Ein weiteres Problem bei der Datenauswertung bestand in der Ungenauig-

keit der Bildaufnahme durch nicht exakt senkrechte Aufsicht und laborhö-

henbedingte Weitwinkelverzerrung.

Vergleich:

Folgend werden die für diesen Trichter und die jeweilige Kugel/Münze expe-

rimentell aufgenommenen (schwarz, links) mit den simulierten (blau, rechts) 

Bahnen verglichen.

Es ist in allen Fällen eine relativ große Ähnlichkeit festzustellen. Bei den Mün-

zen (Fig. 5-7) fällt jedoch eine größere Unregelmäßigkeit auf als bei den 

Kugeln (Fig. 8-10). Insbesondere der erste bzw. zweite „Abknickpunkt“ 

stimmt in Experiment und Simulation für die Münzen nicht überein (ließ sich 

auch nicht über die Parameter anpassen).

Fit 1 Fit 2

Davon ausgehend, hier einen „typischen“ Spendentrichter zu betrachten, 

wird deren mangelhafte Eignung für die Veranschaulichung der 

Gravitationswechselwirkung wegen der deutlich verschiedenen Potentiale 

weiter offensichtlich. 
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Fig. 3: Screenshot der Tracker-Oberfläche zur Bestimmung der Bahn eines Flummis

Fig. 1: a-c:  Simulierte Münztrajektorien für m=50g, r₀=38cm, v =0,7m/s, T=6s für verschiedene µ  (siehe jeweilige Überschrift) mity0 R

  eingezeichnetem Trichterrand; Farbverlauf kennzeichnet Zeitverlauf

           d-f:  Zugehörige Energiediagramme:  grün,  orange,  blauGesamtenergie potentielle Energie kinetische Energie
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Fig. 2a: identisch mit Fig. 1c Fig. 2b: Vergleich zu Fig. 1c unter Einbeziehung des Drehmoments

Fig. 4a: Fit an die Messpunkte der punktweisen Trichter-

vermessung anhand von der  allgemeinen Zwangsbedingung

und eines 1/r-Verlaufes

Fig. 4b: Fit an die Messpunkte der ausgemessenen Trichter-

schablone anhand von der  und allgemeinen Zwangsbedingung

eines 1/r-Verlaufes

Fig. 5a: Experimentelle Trajektorie für: 

v =(-0,15±0,08)m/s; v =(0,88±0,08)m/sx0 y0

Fig. 5b: Simulierte Trajektorie für: µ =0,019R

v =(-0,20±0,05)m/s; v =(0,80±0,05)m/sx0 y0

SimulationExperiment

Hinter den QR-Codes verbirgt sich je ein Youtube-Link, der eine simultane 3D-

Animation der jeweils verglichenen Trajektorien im Trichter zeigt.

- Experimentelle Bahn:  mit  Endpunktorange grünem

- Simulierte Bahn:  mit  Endpunktblau rotem

Daten: 

T=6s

m=(4,10±0,08)g

 r =(37,7±0,5)cm0

QR-Code:

20 Cent

Daten: 

T=4s

m=(5,74±0,11)g

 r =(36,0±0,5)cm0

QR-Code:

Fig. 6a: Experimentelle Trajektorie für: 

v =(-0,35±0,08)m/s; v =(0,63±0,08)m/sx0 y0

Fig. 6b: Simulierte Trajektorie für: µ =0,06R

v =(-0,35±0,05)m/s; v =(0,60±0,05)m/sx0 y0

1 Euro

Daten: 

T=6s

m=(7,50±0,15)g

 r =(35,6±0,5)cm0

QR-Code:

Fig. 7a: Experimentelle Trajektorie für: 

v =(-0,38±0,08)m/s; v =(0,65±0,08)m/sx0 y0

Fig. 7b: Simulierte Trajektorie für: µ =0,03R

v =(-0,40±0,05)m/s; v =(0,65±0,05)m/sx0 y0

Flummi

Daten: 

T=7s

m=(7,0±0,5)g

 r =(21,1±0,5)cm0

QR-Code:

Fig. 8a: Experimentelle Trajektorie für: 

v =(-0,08±0,08)m/s; v =(1,23±0,08)m/sx0 y0

Fig. 8b: Simulierte Trajektorie für: µ =0,012R

v =(0,00±0,05)m/s; v =(1,20±0,05)m/sx0 y0

Murmel

Daten: 

T=9s

m=(9,0±0,5)g

 r =(22,9±0,5)cm0

QR-Code:

Fig. 9a: Experimentelle Trajektorie für: 

v =(-0,05±0,08)m/s; v =(1,08±0,08)m/sx0 y0

Fig. 9b: Simulierte Trajektorie für: µ =0,008R

v =(0,00±0,05)m/s; v =(1,10±0,05)m/sx0 y0

Stahlkugel

Daten: 

T=15s

m=(67,0±0,5)g

 r =(17,5±0,5)cm0

QR-Code:

Fig. 10a: Experimentelle Trajektorie für: 

v =(-0,08±0,08)m/s; v =(1,20±0,08)m/sx0 y0

Fig. 10b: Simulierte Trajektorie für: µ =0,004R

v =(0,00±0,05)m/s; v =(1,20±0,05)m/sx0 y0

FAZIT 
und Interpretation

Zusammenfassend ist das Ergebnis der Simulation der Trajektorien mit Blick 

auf den direkten Vergleich durchaus als erfolgreich zu betrachten. Insbeson-

dere scheint die numerische Lösung für die hier betrachteten Bedingungen 

ohne Fehler verlaufen zu sein, da keine physikalischen Widersprüche, wie 

Verletzung der Energieerhaltung erkennbar sind (vgl. Fig. 1).

Zwar stimmen die simulierten Kugelbahnen bei realistischen Reibungskoef-

fizienten - optisch und die Anfangsgeschwindigkeiten betreffend - gut mit 

ihren gemessenen Pendants überein. Jedoch ergeben sich vor allem bei den 

Münzbahnen auch sichtbare Abweichungen. Dies lässt sich zu einem großen 

Teil auf die wesentlich größere Anfälligkeit der Münzen für Störungen 

zurückführen, sowie auf stark variierende Reibungskoeffizienten bei leich-

tem Kippen bzw. Abrollen über die Kante. Zudem haben die verwendeten 

Euro- und Cent-Münzen ohnehin verschieden beschaffene und ausgeprägte 

„Riffelungen“ und ein entsprechendes (hier nicht betrachtetes) Schlupf- 

bzw. Rutschverhalten.

Der Vergleich mit Planetenbahnen stellte sich als nicht haltbar heraus.
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