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Thema 3: Resonanz

1 Aufgabenstellung

1. Justierung des Systems.
2. Messung der Eigenfrequenz vy.
3. Messung der Dampfungseigenschaften.

4. Messung der Resonanzfrequenz vg fiir 2 verschiedene Dampfungen.

2 Einleitung

Jedes System, das eine stabile Ruhelage (Siehe Abb. 3.1) einnehmen kann, ist schwingungsféhig. Nach
einer Storung der Ruhelage kénnen Schwingungen durch das Wechselspiel von im System wirksamen
Tragheitsmomenten mit riicktreibenden Kréften entstehen, die in Richtung der Wiederherstellung der
Ruhelage wirken. Im Versuch werden diese von Trégheitsmoment und Richtmoment dargestellt.

Abbildung 3.1: Zur Verdeutlichung des Begriffs ,,stabile Ruhelage”

Links: Die Kugel befindet sich in einer stabilen Ruhelage. Wenn sie ausgelenkt wird kehrt sie in die
Ursprungslager zuriick.

Mitte: Hier ist die Kugel in einer instabilen Ruhelage. Nach einer Auslenkung hat die Kugel keine
Moglichkeit den Ursprungszustand zu erreichen.

Rechts: Dieses Szenario wird ,,indifferent” genannt und ist weder stabil noch instabil.

Jede Schwingung ist analytisch als eine periodische Wiederholung der Umwandlung zweier Energie-
formen ineinander darstellbar. Im mechanischen Fall sind das potentielle (Spannungs-, Lageenergie)
und kinetische Energie. Die Gréflen, die Schwingungen charakterisieren sind

e Amplitude A,
o (Eigen-)Frequenz v bzw. w = 27 - v und

e Dimpfungskonstante 4 [T}

Dabei gibt die Amplitude an, wie grofl die maximal mogliche Auslenkung des Systems ist und die Fre-
quenz ist ein Maf} dafiir, wie viele komplette Schwingungen pro Sekunde durchgefiihrt werden. Durch
mechanische Reibung wird einem schwingenden System laufend Energie in Form von Wérmeenergie
entzogen, so dass die Schwingungsamplitude abnimmt, d.h. die Schwingung geddmpft wird. Dies wird
durch die Dampfungskonstante ausgedriickt.

Zusétzlich wird im Laufe des Versuches auch die Periodendauer 1" benutzt. Fiir sie gilt: T = % T gibt
also an, wieviel Zeit vergeht, bis eine komplette Schwingung durchgefiihrt ist. Die Periodendauer ist
eine der eigentlichen Messgroien in diesem Versuch, da es an den benutzten Versuchsaufbauten nicht
moglich ist, die Frequenz direkt zu messen.

Bei der Behandlung des Themas miissen wegen des besseren Verstéindnisses folgende drei analytisch
unterschiedlich komplizierte Fille unterschieden werden?}

!Die griechischen Buchstaben sind v = nii, w = omega und ¢ = delta
2Fiir eine genauere Charakterisierung der drei Fille, lesen Sie, bei Interesse, das Kapitel ,, Anhang fiir Interessierte”



1. Die freie ungedédmpfte Schwingung: eigentlich ein Idealfall, der in der Natur nicht auftritt. Also
eher ein mathematisches Gedankenmodell, als physikalische Realitét. Dennoch ist es niitzlich,
da es einen einfachen Zugang zur Problematik bietet. Die wichtige Grofle in diesem Fall ist die
Eigenfrequenz w( des ungeddmpften Systems.

2. Die freie geddmpfte Schwingung: mathematisch etwas komplizierter zu beschreiben, spielt sie ei-
ne wichtige Rolle bei den unvermeidlich auftretenden Einschwingvorgéngen in erzwungen schwin-
genden Systemen. Wichtige Groen sind wiederum die Eigenfrequenz wy = /wj? — 6% (diesmal
des geddmpften Systems), sowie die Dadmpfungskonstante ¢ selbst. Im Falle kleiner Dampfung

ist wo ~ wg.

3. Die erzwungene, geddmpfte Schwingung: liefert schliellich das Ziel dieses Versuchs, die Reso-

nanzfrequenz wr = \/wi? — 262.

2.2 Ein Gedankenexperiment

Um das Gelesene zu vertiefen, machen Sie ein Gedankenexperiment und stellen Sie sich vor, Sie
beobachten ein simples Fadenpendel. Dabei stellen Sie folgendes fest:
1. Solange Sie das Pendel nicht beriihren, schwingt es immer mit einer Frequenz.

2. Benutzen Sie ein anderes Pendel (andere Fadenlénge, grolere/kleinere Masse oder anders geform-
te Masse, also kurz: mit geiindertem Trigheitsmoment) ist diese Frequenz eine andere. Es muf}
also eine vom Trégheitsmoment abhéngige, systemspezifische Gréfle geben: die Eigenfrequenz.

3. Wiederholen Sie den gleichen Versuch in einem anderen Medium, z.B. Wasser (= hohere Rei-
bung), stellen Sie fest, dass das Pendel nach viel kiirzerer Zeit authoért zu Pendeln. Vergleichen
Sie diese Zeit mit der, die das Pendel in Luft benétigt bis es still steht, kénnen Sie Aussagen
iitber den Einflu der Dampfung auf das schwingende System treffen.

4. Tippen Sie nun das Pendel mit einer konstanten Frequenz an, sehen Sie, dass das Pendel nach
einer kurzen Zeit in derselben Frequenz schwingt, in der Sie es antippen.

5. Bei einer gewissen Frequenz, wird die Amplitude hoher, als die urspriingliche Auslenkung. Dies
ist Resonanz!

Fassen wir die Ergebnisse nochmal zusammen:

e Es gibt eine systemspezifische Grofle, die das Pendel charakterisiert: die Eigenfrequenz wy.
e Je hoher die Ddmpfung, desto geringer die Zeit, die das System schwingt.

e Wird das System periodisch von aussen angeregt, dauert es eine kurze Zeit, bis das System die
von aussen vorgegebene Frequenz annimmt.

o Greift diese duflere Kraft mit einer bestimmten Frequenz an, wird die Amplitude der Schwingung
,,iiberhoht”.

Dieses Verhalten des schwingungsfihigen Systems beschreiben wir mit Hilfe des folgenden Ausdrucks:

z(t) = A- e - cos (wot) + A* - cos (wpt — B) (3.1)

Dabei ist A die Amplitude des Systems, § die Dampfungskonstante, wg die Eigenfrequenz des Systems
und wg die Frequenz des Frregers. 3 ist die Phasenverschiebung. Sie gibt an, zu welchem Zeitpunkt



der Schwingung die Erregung von aussen angreift (Immer dann, wenn die Schwingung auf ihrem Ma-
ximum ist, auf ihrem Minimum, irgendwo dazwischen, etc.).

Bei der Analyse dieser Gleichung erkennen Sie zum einen, dass sie gegen 0 lduft wenn man nur lang
genug wartet, sofern keine Anregung von aussen stattfindet. Und das je schneller (exponentiell!), desto
grofer die Dampfung ist. Zudem findet die Schwingung in der dem Pendel eigenen Frequenz statt. Zum
anderen, wenn das Pendel von aussen angeregt wird, dauert es eine Zeit, bis der erste Summand gegen
0 geht und lediglich der letzte Summand iibrig bleibt (in der Fachsprache wird dieser Term daher auch
,,stationérer Zustand” genannt). Dieser wird aber gerade durch die Erregerfrequenz charakterisiert.
Das System schwingt dann also in der Erregerfrequenz.

Demnach gibt diese Gleichung Ihre zuvor gemachten Beobachtungen adequat wieder. Die einzigen
offenen Fragen:

Wie hoch ist die Amplitude A* wenn das System erstmal eingeschwungen ist und
bei welcher Frequenz findet die Amplitudeniiberh6hung statt, also wann ist Resonanz erreicht?

Leider lassen sich diese Fragen nicht durch ein simples Gedankenexperiment klédren, sondern bediirfen
einer eingehenden mathematischen Auseinandersetzung mit dem Thema. Daher ist die Rechnung dazu
im ,, Anhang fiir Interessierte” am Ende dieser Versuchsanleitung zu finden.

Die Ergebnisse jedoch sind:

M,
A*(wp) = 0 . (3.2)
0 \/(wi? — wh)? + (20wp)?
Dabei ist My das Drehmoment des Erregers. Das Maximum zu dieser Gleichung ist
wr = \/wi? — 262 (3.3)
Auflerdem ergibt sich fiir die Phasenverschiebung;:
20wg
t = . 3.4
anﬂ (w6<2 _ w%) ( )

3 Versuchsaufbau

Das schwingungsfihige System ist ein reibungsarm gelagertes Rad aus Kupfer, das von einer kreisformi-
gen Skala zum Ablesen der Schwingungsamplitude umgeben ist. Eine koaxial angebrachte Spiralfeder
mit Hebel und Exzentergetriebe koppelt das Rad an einen Gleichstrommotor, der so als Erreger von
erzwungenen Schwingungen benutzt werden kann.

Einmal angestoflen, fiihrt das Rad mit der Spiralfeder Dreh-Eigenschwingungen aus, die durch Lager-
und Luftreibung nur schwach gedémpft sind.

Der mit von 0 bis 24V einstellbarer Spannung betriebene Gleichstrommotor komprimiert und expan-
diert {iber Excenter und Schubstange periodisch eine Spiralfeder, was an der Achse des Drehpendels
ein zeitlich sinusformig verlaufendes Drehmoment mit konstantem Maximalwert, aber einstellbarer
Frequenz erzeugt. Die Einstellung der Erregerfrequenz (in Skt.) geschieht mit dem Potentiometer am
Motorgehéuse.

Das Kupferrad lduft zwischen den Polen eines Elektromagnetes, der als Wirbelstrombremse wirken
kann. Die Stérke der Ddmpfung ist iiber die Stromstérke (0 bis 2 A) kontinuierlich einstellbar.



Abbildung 3.3: Schematische

Skizze
Abbildung 3.2: Versuchsaufbau: Pohlscher Resonator
1 - Lichtschranke 5 - Winkelskala
2 - Kupferrad 6 - Netzgerit
3 - Feder 7 - Amperemeter

4 - Wirbelstrombremse 8 - Stoppuhr
9 - Schwingungszéhler und Stroboskop 10 - Motoreinheit

4 Versuchsdurchfithrung

Zu Aufgabe 1:

Die Ruhelage des Drehpendels wird durch die Anfangs-Winkelstellung des Excenters des Erregermotors
beeinflusst. Sie muss daher vor Beginn der Messung justiert werden. - Die Ruhelage des Drehpendels
muss symmetrisch zu seiner aulen angebrachten Skala eingestellt sein.

Der Erreger ist iiber ein sehr hoch untersetztes, empfindliches Getriebe angekoppelt. Daher darf diese
Justierung wegen Zerstorungsgefahr nicht von Hand durchgefiihrt werden!

Zu Aufgabe 2:

Zunéchst muf} die Eigenfrequenz des Systems bestimmt werden. Ohne zusétzliche Dampfungsmafinah-
men, z.B. eine Wirbelstrombremse, ist das Drehpendel ein nur schwach geddmpftes System, dessen
Eigenfrequenz wg nur wenig von der des ungeddmpften Systems abweicht. Daher 1&8t sie sich leicht
bestimmen.

Die Schwingungsperiode T* wird mit Hilfe eines Schwingungszdhlers bestimmt. Das Pendelrad wird
dazu mit Hand vorsichtig um etwa 15 Skt. ausgelenkt, ruhig gehalten und dann losgelassen, nachdem
Sie den Schwingungszdhler zur Messung bereit gemacht haben. Zur Erh6hung der Genauigkeit wird
dabei die Zeit fiir 10 Schwingungen gemessen. Bei Start der Messung beginnt der Schwingungszéahler
bei Null zu zéhlen an - Warum?

Diese Messung wird insgesamt 3 mal durchgefiihrt und der Mittelwert gebildet. Anschlieflend teilen
Sie den Wert durch 10, um die Periodendauer einer Schwingung zu erhalten. Nach Ty = V—lo kann man
schliefflich die Eigenfrequenz bestimmen.

Zu Aufgabe 3:

Als néchstes wird tiberpriift, wie sich die Dédmpfung auf das System auswirkt. Notieren Sie fiir folgende
4 Stromeinstellungen der Wirbelstrombremse Ipyems = 0A (minimale Dampfung), Iprems = 0,2 A,
Igrems = 0,4 A, und Iprems = 0,6 A jeweils die Anzahl ny /5 der Schwingungen, bis die Maximalauslen-
kung nur noch die Hélfte des Anfangswertes erreicht. Lenken Sie dazu wieder das Rad des Drehpendels
vorsichtig mit der Hand um z.B. 10 Skt. aus und lassen es dann los. Nun zéhlen Sie, wie viele Schwin-
gungen notig sind, bis der Zeiger nur noch 5 Skt. erreicht.



Multiplizieren Sie die so gewonnenen Werte mit der Periodendauer T* aus Aufgabe 2, erhalten Sie die
Halbwertszeit t; . Sie ist ein Maf fiir die Einschwingdauer in der folgenden Aufgabe. Tragen Sie ¢,
als Funktion von Ip,¢pms in ein Diagramm ein.

Zu Aufgabe 4:

Nun geht es an die Messung der eigentlichen Resonanzeigenschaften des Pohlschen Resonators. Zu
messen ist die maximale Amplitude A des Drehpendels als Funktion der Erregerfrequenz vg bei zwei
verschiedenen Dampfungsstromen Ig;ems = 0,3 A und 0,6 A.

Dazu ist die Motorspannung (hier gleichbedeutend mit Geschwindigkeit des Motors) an einem Poten-
tiometer im Bereich von 2 bis 6 Skalenteilen zu variieren. Benutzen Sie dazu eine Schrittweite von 0,5
Skt. und an der Resonanzstelle 0,1 Skt. Uberlegen Sie sich vorher, bei welcher Frequenz die Resonanz-
stelle liegen konnte!

Die Drehfrequenz des Motors ist am Potentiometer leider nur in Skalenteilen gegeben, kann aber mit
Hilfe einer Stoppuhr durch einfaches Abzahlen der Umdrehungen des Excenters in die physikalisch
korrekte Einheit umgerechnet werden. Messen Sie dazu die Zeit, die der Excenter benétigt, um 10
Umdrehungen auszufithren. Dann gehen Sie wie in Aufgabe 2 vor: teilen Sie diesen Wert durch 10 und
bilden Sie den Kehrwert. Somit haben Sie die Erregerfrequenz vg in Hz.

Wenn Sie diese Frequenzbestimmung durchgefiihrt haben, sind die Einschwingvorgéinge am Dreh-
pendel weitgehend abgeklungen. - Uberpriifen Sie dies durch Vergleich der zur Frequenzbestimmung
bendtigten Messzeit mit der zugehodrigen in Aufgabe 3 ermittelten Halbwertszeit ¢, /.

Die Amplitude wird als Mittelwert aus linkem und rechtem Maximalausschlag tabelliert.

Dann wird der Strom fiir die Wirbelstrombremse auf 0,6 A erh6ht, mindestens 3¢, ;, abgewartet, wieder
die Amplitude bestimmt und eingetragen. Die Umrechnung von Skt. in Hz miissen Sie nun nicht mehr
vornehmen.

Anschlieflend wird die Motorspannung auf den nichsten Wert eingestellt, und der Messzyklus wieder-
holt. Aus der Tabelle der Messergebnisse bei 0,3 A Dampfungsstrom ist die ungefihre Motorspannung
zu ermitteln, bei der Resonanz eintritt. - Ermitteln Sie in der Umgebung dieser Stelle durch vorsichti-
ges Drehen des Motorspannungs-Feinreglers die maximale Resonanzamplitude Ag. Ist diese gefunden,
so wird dazu die Erregerfrequenz v bestimmt. Die tabellierten Messergebnisse fiir Ay = f(v) werden
in ein Diagramm eingetragerﬂ

Diskutieren Sie anhand der Gleichungen 3.3 und 3.4 das Verhalten der Amplitude, die Verschiebung
der Resonanzfrequenz und die Phasenverschiebung zwischen Erreger und schwingendem System als
Funktion der Dampfungskonstanten ¢!

Zusammenfassung:

1. Mittels kleiner Motorfrequenz wird der Zeiger an der Amplitudenskala auf 0 geregelt.
2. Zur Messung der Eigenfrequenz vy gehen Sie wiefolgt vor:

e Lenken Sie den Zeiger an der Amplitudenskala mit der Hand aus: 15 Skt.

e Legen sie den ,,Start/Stop”-Kippschalter am Schwingungszihler auf ,,Start” um und lassen
Sie den ausgelenkten Zeiger los.

e Notieren Sie die Zeit fiir 10 Schwingungen und wiederholen Sie die obigen Schritte noch 2
mal.

e Bilden Sie den Mittelwert der Messwerte und teilen Sie diesen durch 10. Sie erhalten Tj.

e Bilden Sie den Kehrwert und erhalten Sie somit die Eigenfrequenz 1.
3. Messen Sie den Einfluf der Démpfung;:

e Lenken Sie den Zeiger an der Amplitudenskala bis 10 Skt aus und lassen Sie los.

3 Empfehlung: Millimeter-Papier DIN A4 hochkant, y-Achse: Ag/Skt , x-Achse: v/Hz).



e Zihlen Sie, wie viele komplette Schwingungen nétig sind, bis nur noch die Halfte der Ma-
ximalamplitude erreicht wird.

e Multiplizieren Sie den erhaltenen Wert mit T aus Aufgabe 2. So erhalten Sie ¢y 5.
e Wiederholen Sie die obigen Schritte fiir 0,2A, 0,4A und 0,6A.

e Aus den erhaltenen Messwerten erstellen Sie dann ein Diagramm ;5 gegen Iprems-
4. Bestimmen Sie die Resonanzfrequenz und -amplitude bei den Bremsstromen 0,3A und 0,6A:

e Schalten Sie den Motor ein

e Variieren Sie die Motorfrequenz von 2 bis 6 Skt (Schrittweite: 0,5Skt., um die erwartete
Resonanzfrequenz 0,1 Skt.)

e Lesen Sie zu jeder eingestellten Frequenz die Amplitude an der Skala ab(A = W)
und notieren Sie sie.

e Vergessen Sie dabei nicht, abzuwarten bis sich das System eingeschwungen hat (die Werte
aus Aufgabe 3 sind dazu hilfreich).

e Messen Sie in der ersten Messreihe fiir jede Einstellung am Potentiometer mit einer Stopp-
uhr die Zeit fiir 10 Umdrehungen des Motors.

e Teilen Sie den Wert durch 10 und bilden anschlielend den Kehrwert. Sie erhalten vg in Hz.
e Fertigen Sie ein Diagramm Amplitude A gegen Frequenz v an.

e Diskutieren Sie das Ergebnis anhand der Lage der Resonanzfrequenz und der Phasenver-
schiebung!

6 Anwendungsbeispiele

Der Konkurrenzkampf der Arten stellt alle Lebewesen vor ein ewiges Problem, das man kurz so for-
mulieren kann: Wie kann ich die mir verfiigbaren Korperkrifte und Energiequellen moglichst effizient
und dkonomisch einsetzen?

Fiir alle ungefiahr periodisch ablaufenden Bewegungen oder Anstrengungen, wie laufen, fliegen, schwim-
men, Blut im Kreislauf umpumpen etc., ist dabei die Ausnutzung des Phidnomens der Resonanz
hilfreich. Ein resonanzfihiges System kann bei wiederkehrenden (periodischen) Vorgingen Energie
speichern, um sie dann mehrfach hintereinander in gleicher Weise zu nutzen.

Der Giitefaktor @ der Resonanz gibt an, um wie viel gréfler die im System gespeicherte Resonanz-
energie ist im Vergleich zur fiir jeden Einzelvorgang nachzufiitternder Energie.

Ein Beispiel: der Herzmuskel muss fiir die Versorgung des Korpers im zeitlichen Mittel eine bestimm-
te Menge Blut im Kreislaufsystem umpumpen. Dazu ist eine gewisse Pumpleistung notig, die nicht
etwa kontinuierlich wie bei einer Kreiselpumpe, sondern rhythmisch (quasiperiodisch) mit Druckma-
xima und Minima erbracht wird. Die Elastizitéit der Blutgefdsse speichert einen erheblichen Teil der
Pumpenergie des Herzmuskels bis zum néchsten Herzschlag, und stellt ihn dann phasenrichtig wieder
zur Unterstiitzung der Pumpfunktion zur Verfiigung.

Resonanzgiitefaktoren des Herz/Kreislaufsystems sind Qypisch = 1,5 bis 2, was bedeutet, dass der
Herzmuskel zur Aufrechterhaltung der Blutversorgung nur gut halb so viel Leistung erbringen muss
wie ohne Hilfe der Resonanziiberh6hung notwendig wére.

Resonanzgiite ) ~ 1,5 — 2 klingt nach wenig. - Warum keine hohere Pumpenergieersparnis durch
hoheres Q7 - Dieser Energiespar- oder Amplitudeniiberhchungseffekt ist nur in der Nihe der Reso-
nanzfrequenz des Systems wirksam. Hohe Resonanzgiite bedeutet zwar grofie Energie-Ersparnis bzw.
Amplitudeniiberh6hung nahe der Resonanzfrequenz, je hoher jedoch die Giite (), um so schmaler ist
das Frequenzband, in dem die Ersparnis/Uberhchung erzielt wird. Der Vorteil geht daher sehr rasch
verloren, falls z.B. eine Frequenzerhéhung zur Vergréflerung der Pumpleistung notwendig wird, et-
wa in Notsituationen, bei grofler Anstrengung o.4. Es muss ein optimaler Kompromiss zwischen den



Notwendigkeiten der Energieersparnis und der Flexibilitit gegeniiber den Wechselfdllen des Daseins
gefunden werden[]]

Weitere Beispiele fiir Systeme in denen sich Resonanz finden laf3t:

Dynamik des Blutkreislaufsystems (Energiebilanz, Leistungsékonomie des Herzmuskels), Konstrukti-
onsprinzip der am Horen und Sprechen beteiligten Korperorgane. Biomechanik (Bewegungsapparat:
laufen, schwimmen, fliegen), elektrische/elektronische Diagnostikverfahren (EKG, EEG, etc.), Radio,
Fernsehen, Briicken-, Fahrzeug- und Musikinstrumentenbau, Seismologie. . .

7 Stichworte zur Vorbereitung

Freie ungeddmpfte Schwingung: Voraussetzungen fiir Schwingfihigkeit eines Systems (Kraftge-
setz, Schwingungsgleichung), Eigenfrequenz, Winkelfrequenz, Amplitude, Auslenkung (Elongation),
harmonische Schwingung, Wechselwirkung und zeitliches Verhalten der im System vorhandenen Ener-
gieformen.

Freie gedimpfte Schwingung: Energieverlust-Mechanismen, Zeitabhéngigkeit der Amplitude, Damp-
fungskonstante.

Erzwungene Schwingung: Energietransport und Phasenverschiebung zwischen Erreger und schwin-
gungsfihigem System (Resonator), Zusammenhang von Energieaufnahme und Energieverlusten und
Amplitude, Resonanz.

4Besonders hohe Resonanzgiiten Q findet man iibrigens im Flugapparat schwerer Insekten, z.B. bei Hummeln.



Anhang fiir Interessierte
Das Drehmoment

Das Drehmoment M = F x 7 (3.5)

ist das Vektorprodukt aus Kraft und Abstand zur Drehachse. Es ist bei der Betrachtung von Drehbe-
wegungen das Aquivalent zur Kraft F' bei geradlinigen Bewegungen.

Das Tragheitsmoment

Wie bereits mehrfach erwéhnt, spielt das Trihgeitsmoment eines Korpers eine wichtige Rolle bei der
Berechnung von Schwingungsgleichungen. Es ist definiert als E]

0= /r2dm. (3.6)

Vereinfacht dargestellt, gibt das Triagheitsmoment einen Vergleich zwischen geradliniger Bewegung
und Drehbewegung. So ist bei einer geradlinigen Bewegung intuitiv klar: sollen ein leichter und ein
schwerer Korper auf dieselbe Beschleunigung gebracht werden, so ist fiir den schwereren ein héherer
Kraftaufwand notig,.

Bei der Drehbewegung liegt der Fall etwas anders. Denn hier ist die Massenverteilung um die Drehachse
der entscheidende Faktor. z.B. wirken auf zwei Kugeln gleicher Masse, aber anderem Volumen bei
gleicher Winkelgeschwindigkeit verschieden Tréagheitsmomente. Das Trigheitsmoment ist ein Maf fiir
den Widerstand den die Kugeln einer Winkelgeschwindigkeitsénderung entgegensetzen.

Formen der Drehschwingung

Die geddmpfte Drehschwingung

Betrachten wir nun die Drehschwingung anhand eines Drehpendels, wie es auch in diesem Versuch
benutzt wird: Das Drehpendel werde um einen Winkel @ ausgelenkt. Die axial angebrachte Spiralfeder
erzeugt dann wegen ihrer Winkelrichtgrofie D* ein riicktreibendes Drehmoment

Mp = —D*-a. (3.7)

Die ausd der Reibung in den Lagern induzierten Wirbelstrome und die aus dem Luftwiderstand resul-
tierenden Démpfungsverluste erzeugen ein Drehmoment, das ungefihr proportional zur Geschwindig-
keit — beschrieben durch die Winkeldnderung %—? — ist und entgegen der Bewegungsrichtung Wirktﬁ

do

Mp = —k*. &2
R dt

(3.8)
Das Triagheitsmoment © des rotierenden Systems bewirkt, wie oben angesprochen, ein zur Drehge-
schwindigkeitsdnderung proportionales Drehmoment

d%a

Mpr=0.-—
T dt27

(3.9)

welches den beiden anderen Drehmomenten das Gleichgewicht hélt.
Alles zusammen genommen wird die Drehbewegung also durch die folgende Differentialgleichung be-
schrieben:

d?a ., da .

r ist der Abstand von der Drehachse zum Kérper und m die Masse des Koérpers, nach der integriert wird
6 k* ist eine Konstante der Reibung.

5



Diese Differentialgleichung 2. Ordnung ist 16sbar mit dem Ansatz o = afj- e~ - cos(w*t). Er beschreibt
eine expponetiell geddmpfte harmonische Schwingung mit der Winkelfrequenz w*. 9, die Dampfungs-
konstante, setzt sich dabei aus der Konstanten der Reibung und dem Trégheitsmoment des Systems
zusammen: § = %.

Die Winkelfrequenz w* der freien Schwingung bei Dampfung ¢ ist gegeben durch

w' =21 =\ Jwi? — 52 (3.11)

oder im Spezailfall der ungeddmpften Schwingung (§ = 0)

D*
W' = wy = 2wy = 4/ o (3.12)

Der Einfluss der Dampfung auf die Frequenz der freien Schwingung wird erst bei relativ starker
Dampfung merklich, sodass bei kleinen Démpfungen nidherungsweise v* = 15 angenommen werden
kann.

Die erzwungene Drehschwingung
Wird ein dufleres, sich periodisch verhaltendes Drehmoment an das System angelegt, &ndert sich die
Differentialgleichung 3.10 wiefolgt:

d’a da

MT—MR—MF:@~@—k*'a—D*‘a:MQ'COS(wEt), (313)

wobei wg die Frequenz des Erregers ist. Die Losung dieser Differentialgleichung ist

a=aj-e % cos(w*t) + ap - cos(wpt — B). (3.14)
Diese Gleichung ist weitestgehend aus dem Fall der freien geddmpften Schwingung bekannt. Lediglich
ein zweiter Summand ist hinzugekommen. Dieser beschreibt dann auch wie erwartet die vom Erreger
erzwungene Schwingung. Der erste Summand geht gegen 0 fiir grofle Zeiten t. Das heif3t, der von der
Figenfrequenz des Systems dominierte Teil der Lésung verschwindet wenn man nur lange genug wartet.
Lediglich der 2. Term bleibt iibrig und wird daher auch ,,stationédrer Term” genannt. Das schwingen-
de System im Falle einer erzwungenen Schwingung benétigt also eine gewisse von der Dampfung d
abhéngige Einschwingzeit, bevor es mit der Frequenz des Erregers schwingt.
Schauen wir uns diesen stationéren Term genauer an, erkennen wir zunéchst eine weitere unbekannte
Grofle 5, die ,,Phasenverschiebung” genannt wird. Ihr Nutzen wurde bereits in der Versuchsvorberei-
tung beschrieben. Desweiteren ist noch die Amplitude ag unbekannt.
Um diese Groflen zu berechnen , nehmen wir an, dass das System bereits eingeschwungen , also der
erste Term in der Losung 3.14 verschwunden ist. Es bleibt also

a(t) = ag - cos(wgt — B).

Bilden wir die ersten beiden Ableitungen:

d d?
d—? = —ap - wg - sin(wpt — B) und d—g = —ap - ws - cos(wpt — B). (3.15)

Setzen wir dies nun in die Differentialgleichung 3.13 ein, erhalten wir:

—0-ap-wh-cos(wpt— ) +k*-ap-wg-sin(wpt — ) — D*-ap-cos(wpt — B) = My-coswpt — B. (3.16)

Beachtet man, dass 0 = % und wj = \/% erhélt man fiir ag
Mo
@\/ (WE? — wl)2 + (20wp)?

ap = (3.17)



und fiir 8
20wg

(wi® —wh)

tan(B) = (3.18)

Um nun festzustellen, wann die Amplitude o maximal wird, wann also Resonanz eintritt, miissen wir
ap als Funktion der Erregerfrequenz wg auffassen und (wie bei einer Kurvendiskussion) die Ableitung
mit 0 gleichsetzen. Das Ergebnis ist die Resonanzfrequenz

wres = 1/ wiZ — 262, (3.19)

Spezialfille

Betrachten wir noch einmal die freie geddmpfte Schwingung. Fiir deren Winkelfrequenz fanden wir:

w* = \/wSQ — 42,

Was passiert nun, wenn 62 kleiner, gleich und grofier wg? ist?

o 52 < wj?: w* ist reell. Es liegt eine gedimpfte Schwingung vor.

° 02 = w6‘2: w* ist gleich 0. Dies nennt man auch den ,,aperiodischen Grenzfall”. Es tritt keinerlei
Schwingung auf!

e 5% > wi?: w* ist rein imagindr (Der Ausdruck unter der Wurzel ist negativ!). Dieser Fall wird
,,Kriechfall” genannt. Das System kehrt exponentiell in die Ruhelage zuriick.

L
A __Kriechfall
Aper. T
V. Grenzfall

/
f
-V

%

~_ " Schwingfall

Abbildung 3.4: Schwingfall, aperiodischer Grenzfall und Kriechfall
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